Défis Premiére Spé maths : variations Thiaude P.

pEiR o)Akl Le potager rectangulaire

On doit délimiter un potager rectangulaire ABCD et le cloturer sur ses quatre
cOtés : on dispose pour cela de matériaux permettant de construire au total
20 metres de cloture : AB + BC + CD + DA = 20. On pose : AB = x.

1. Exprimer I'aire f (x) du potager uniquement en fonction de x.

2. Pourquoi doit-on étudier f sur I'intervalle [0; 10] uniquement ?

3. Dresser le tableau de variation de f sur [0; 10], en déduire la distance AB
pour laquelle 'aire du potager est maximale.

Corrigé
1. Posonsy = AD.

On dispose de 20 m de cl6ture et elle sera entiérement utilisée donc :
2x + 2y = 20, autrement dit : x + y = 10, ou encore: y = 10 — x.
L'aire f(x) du rectangle ABCD est :

f(x) =AB x AD = x x (10 — x) = 10x — x? = —x% + 10x

2. Onad’unepart AB > 0, autrement dit x > 0.
D’autre part AD > 0, qui s’écrity > 0, autrement dit: 10 —x > 0,
qui s’écrit aussi : x < 10.
Résumons: 0 < x et x < 10, autrementditx € [0;10].
3. Pourtoutx € [0;10], f(x) = —x? + 10x.
—x% 4+ 10x est de la forme ax? + bx + caveca = —1,b = 10 et c = 0.

Ona:

_—h_-10 _ 10
T T2 "2 T
a=-1,a<0donc:

f 7~sur [0;a] c’est-a-dire [0;5] et f Nsur [a;10] c’est-a-dire [5;10].

Ona:
£(0) = —(0)* +10(0) = 0
f(5) = —=(5)? +10(5) = —25 + 50 = 25
£(10) = —(10)? + 10(10) = —100 + 100 = 0

On obtient finalement le tableau de variation :

X 0 a=5 10
sens de variation B =25 N
de /1
! 0 0

L’aire maximale est 25 m?, atteinte pour AB = 5 m.

Onalorsy =10 — 5 = 5, le potager d’aire maximale est un carré de c6té 5 m.

pIi depl{cliP] Le ballon de foot

L'unité de distance est le metre, on admet que la trajectoire d’un ballon de foot

dans un repére orthonormé dont I’axe des abscisses est au niveau du sol, I'axe

des ordonnées est vertical, I'origine du repére est la position du ballon lors de

I'impact avec le pied, admet pour équation y = —0,05x2 + 2,4x.

Pour tout x € R, on pose : f(x) = —0,05x% + 2,4x.

1. Déterminer le maximum de f puis indiquer ce que représente ce nombre dans
le contexte de I'exercice.

2. Déterminer la solution strictement positive de I’équation f(x) = 0 puis
indiquer ce que représente ce nombre dans le contexte de I'exercice.

Corrigé
1. Vx €R,f(x) =—0,05x? + 2,4x

—0,05x2 + 2,4x est de la forme ax® + bx + caveca = —0,05, b = 2,4 et
c=0.0na:

—b _ —2,4 _ -2,4 _
2a  2x(=0,05) -01
a=-—0,05,a<0donc:

f2Asur] —oo;a]ie.sur] —oo;24], f Nsur [a; +oo[ i.e.sur [a; +oo[
B =f(a) =f(24) = 288

On obtient le tableau de variation :

24

a =

X —00 a =24 +o00

Sens de variation B = 28,8
de f 7 N
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Le maximum de f est 28,8 et il est atteint en x = 24.
L’altitude maximale du ballon est 28,8 m.

2. Avecles notation de I'exercice, on a les équivalences :
f(x) =0 —0,05x2 + 2,4x = 0 © x(—0,05x + 2,4) =0
©x=00u—005x+24=0<x=00u0,05x=2,4
2,4
(:>x=00ux=o’ﬁ(:>x=00ux=48
L’équation f(x) = 0 admet une unique solution strictement positive : 48.

La ballon retombe sur le sol a 48 m de son point de départ.

DL L]kl Optimiser la recette d’un théatre

Un directeur de théatre dispose d’une salle dans laquelle toutes les
places sont proposées au méme prix, et il constate que :

e lorsque le prix de la place est fixé a 20€ alors il peut espérer 130 spectateurs
e toute augmentation de 1€ du prix de la place fait baisser de 10 le nombre de
spectateurs, et réciproquement que toute baisse de 1€ du prix de la place
amene 10 spectateurs supplémentaires : le nombre de spectateurs est donc

une fonction affine du prix de la place.

Le prix de la place peut ne pas étre un nombre entier d’euros.
Quel doit étre le prix de la place pour que la recette soit maximale et que vaut
cette recette maximale ?

Corrigé

Pour un prix de la place de x euros, notons N(x) le nombre de spectateurs et
R(x) larecette en €.

Avec les indications de I’énoncé, les variations de N(x) sont proportionnelles
aux variations de x donc N(x) est une fonction affine de x par conséquent il
existe deux constantes a et b telles que N(x) = ax + b.

Or:

e pour x = 20 il y a 130 spectateurs, donc N(20) = 130 ce qui donne

20a + b = 130.

e pour x = 21 on aura 10 spectateurs de moins soit 120 spectateurs,

donc N(21) = 120, autrement dit: 21a + b = 120.

On a les équivalences :

{ZOa +b =130 { b =130 — 20a {b =130 — 20a
21a+ b =120 21a + 130 — 20a =120 a=-10
b =130+ 200 b =330 a=-10
‘:’{a=—10 ‘:’{a=—1o {b=330
Onadonc: N(x) = —10x + 330.
Le nombre de spectateur est nécessairement positif ou nul donc :
—10x + 330 > 0 © —10x > —330

En divisant par —10 qui est strictement négatif, on obtient :

—10x g —330 © < 33
—10 S—10 7S
Il faut donc que 0 < x < 33.

On a : recette = prix de la place X nombre de spectateurs, donc pour tout
x € [0;33],0na:R(x) = x x (—10x + 330) = —10x2 + 330 x.
—10x2 + 330 x est de la forme ax? + bx + caveca = —10, b = 330 et c = 0,

Ona:

_-h_ -330 _33x10_33_
T4 T 2-10)  2x10 2 ¥

a=-10,a < 0donc:
R 7sur [0; a]i.e.sur[0;16,5] et R Nvsur [a; 33] i.e.sur [16,5;33].
Ona:

R(0) = —10(0)% +330(0) =0
R(16,5) = —10(16,5)% + 330(16,5) = 2 722,5

R(333)=0
On obtient finalement le tableau de variation :
X 0 a =16,5 33
sens de variation B=27225
deR
0 0

La recette maximale est 2 722, 5 €, elle sera atteinte pour un prix de la place
fixé a 16,5€.
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NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

FENETRE
Xmin=0
Xmax=50
X9orad=10
Ymin=0
Ymax=50
Yorad=10
Xrés=1
aX=0.18939393939394
PasTrace=0.37878787878788

Y1=70.05X2+2.4% Y1="0.05X2+2 4¥X

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

X=24 Y=28.8 X=48

Y=0

Optimiser la recette d’un théatre
ABC est un triangle rectangle en A tel que :

AB =4, AC = 8.

Pourtout x € [0;4], on note : M le pointde[AB],
tel que AM = x, N et P les pointsde [BC] et [AC]
respectivement tels que AMNP est un rectangle,

f (x) I'aire du rectangle AMNP.

1. Justifier que (MN) / (AC), en déduire que :
MN = 8 — 2x.

2. Montrer que, pour tout x € [0;4] :
f(x) = —2x% +8x

3. Ftudier le sens de variation de f sur [0;4],
en déduire quelle est I'aire maximale de AMNP

4,

ainsi que la valeur de x permettant de I’atteindre.
Que peut-on alors direde M ?

Pour quelles valeurs de x I'aire de AMNP est-elle supérieure ou égalea 6 ?

Corrigé

1.

Justifier que (MN) / (AC), en déduire que: MN = 8 — 2x.

On sait que (MN) L (AB) et (AC) L (AC).

On utilise : « si deux droites sont perpendiculaire a une méme troisiéme, alors
elles sont paralléles ».

On en déduit que (MN) / (AC).

On sait que B, M, A sont alignés, B, N, C sont alignés, (MN) / (AC).
On utilise le théoréme de Thalés.
On en déduit que :
BM _ BN _ MN
BA  BC AC
d’ou:
BM _ MN
BA  AC
4 —x _ MN
4 8
— X
X 8=MN

4
MN =g x 2%
- 4

MN =2(4 - x)
MN =8 —2x

Montrer que, pour tout x € [0;4] : f(x) = —2x? + 8x.

AMNP est un rectangle donc : A ynyp = AM X AP.

Or, AM = x et AP = AC — AP = AC — MN = 8 — «x.

Donc: Agynp = X X (8 — 2x) = 8x — 2x% = —2x? + 8x.

Comme f(x) = Auynp on a bien : Vx € [0;4], f(x) = —2x? + 8x.

¢ sens de variation de f sur [0;4]
—2x% + 8x est de la forme ax? + bx + caveca = —2,b = 8etc = 0.
Ona:
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-b -8 -8
(Z=Z=m=_—4= 2
B=f(a)=-2(2)°+812)=-2%x4+16=-8+16=8

a=-2,a<0donc:
f 7sur [0;a] i.e.sur [0;2] et f Nsur [a;4] ie.sur [2;4].
Ona:
£(0) —2(0)* +8(0) =0
f(4)=-2(4)?+8(4)=-2x16+32=-32+32=0

On obtient finalement le tableau de variation :

X 0 a=2 4
Sens de =8
variation
de f 0 / \ 0

e maximumde f sur [0;4]
Le tableau de variation montre que le maximum de f sur [0; 4] est 8, atteint
pour x = 2.

¢ aire maximale de AMNP

Comme f(x) est I'aire du rectangle AMNP, on en déduit que I'aire maximale
de ce rectangle est 8, atteinte pour x = 2.

Pour cette valeur de x, on a :

AM =2 ! 4 ! AB
= = —X = —X
2 2

etcomme M € [AB], on en déduit que M est le milieude [AB].
Autrement dit I'aire du rectangle AMNP est maximale lorsque M est le milieu
de [AB].

Pour quelles valeurs de x I'aire de AMNP est-elle supérieure ou égalea 6 ?
I s’agit de résoudre dans [0; 4] I'inéquation f(x) > 6:

—2x°48x>6 —2x>+8x—-6>0
—2x? 4+ 8x — 6 est de la forme ax® + bx + c aveca = —2,b = 8 et c = —6,
de discriminant : A = b? — 4ac = 82 — 4(—=2)(—6) = 64 — 48 = 16.
A > 0 donc I'expression admet deux racines réelles distinctes :

_—b—vA -8-v16 -8-4 -12

T R S
_—b+\/Z_—8+\/1_6_—8+4_—4_1
T

Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».

On obtient le tableau de signes :

X 0
Signe de —2x> +8x — 6

4

1 3
— 0+ 0 -

On souhaite que : —2x% + 8x — 6 > 0, le tableau de signes donne alors pour

ensemble des solutions : [1;3].
L’aire de AMNP est supérieure ou
égalea 6 pourx € [1;3].

eyA d:y=2x+1

M Dans un repére orthonormé

on note d la droite d’équation y = 2x + 1,
on considére A(1;5) et B(8;2) et on note
M un point variable de d.

1. Calculer AB?.

2. Montrer que, si on note x,, 'abscisse de

M, alors, avec les notations de I'exercice
on a I'équivalence : ABM est rectangle en M < 5x% — 19x,, + 12 = 0.

3. Résoudre dans R I'équation : 5x% — 19x + 12 = 0. En déduire pour quelles
positions M, et M, de M le triangle ABM est rectangle en M (donner les
coordonnées de ces deux points).

Corrigé
1. A(1;5) B(8;2)

Le repére est orthonormé donc on peut utiliser la formule de la distance :
AB =(xp —x)2 + (5~ ya)? = Y@ - D2+ (252 =49 +9
=v58

donc: AB? = (v58) = 58.
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2. Med:y=2x+1doncyy = 2xy + 1.

On adonc M (xp; 2% + 1).
AM = /(xy — 12 + (2xy + 1 — 5)2
AM? = (xp — 1%+ Qxy — 4% = x4 — 2xp + 1 + 4x2, — 16xy + 16
AM? = 5x3 — 18xy + 17
BM = /(xpy — 8)2 + 2xy + 1 — 2)2
BM? = (xy — 8)% + Ry — 1)% = xpy% — 16xp + 64 + 4x% — 4dxpy + 1
BM? = 5x% — 20xy, + 65

Avec les notations de I'exercice, on a les équivalences :

ABM est rectangle en M

& AB* = AM?* + MB?* (Pythagore)

& AM? + BM? — AB? =0

© 5x — 18xy + 17 + 5x% — 20xy, + 65— 58 =0

& 10xy% —38xy +24=0

© 2(5x4 —19xy, +12) =0

© 5x4 —19x),, +12=0

Avec les notations de I’exercice on a donc bien I'équivalence :
ABM est rectangleen M & 5x%, — 19x,, + 12 = 0.

Résolvons dans R I’équation : 5x% — 19x + 12 = 0.
5x*> — 19x + 12 est de la forme ax®> + bx + caveca = 5,b = —19 et
¢ = 12, de discriminant : A = b?> — 4ac = (—19)% — 4(5)(12) = 121
A > 0 doncil y a deux racines réelles distinctes :

_—b—VA +19-V121 19-11 8 4

M= T T 26) 10 105 08
-b+VA +19++V121 19+11 30
2= T 2 10 100
Les solutions dans R de 5x? — 19x + 12 = 0 sont : 0,8 et 3.
Sixy =0,8
Yy =2xy+1=2%x08+1=16+1=26
Sixy =3

yu=2xy+1=2Q3)+1=7

Conclusion
Deux positions de M répondent a la question : M{(0,8;2,6) et M5(3 ;7).

Complément

On peut construire a la régle et au compas ces deux points : ce sont les points
d’intersection de la droite d
et du cercle dont un diametre est [AB].
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INEQUATIONS

BETEE Résoudre Iinéquation : x(—x + 4) < (2x — 1)? + 2.

Corrigé

On a les équivalences :
x(—x+4)<2x—-1?4+2 —x?+4x < (2x)? -22x)(D) + (1)?> + 2
& —x?+4x<4x?—4x+1+2 —x?—4x? +4x+4x—-1-2<0
& —-5x2+8x—-3<0

—5x2 + 8x — 3 est de la forme ax? + bx + caveca = —5,b = 8,¢c = =3,

de discriminant : A = b? — 4ac = (8)> — 4(=5)(=3) = 64— 60 = 4

A > 0 donc I'expression admet deux racines réelles distinctes :
-b—vVA -8-+v4 -8-2 -10

= = = =1

1 2a 2(=5) —10 _ —10
_—b+VA -8+V4 -8+2 -6 3

=T T 2(=5)  —10 -10 5

Régle (valable lorsqu’il y a deux racines)
« ax?® + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines »
On obtient donc le tableau de signes :

3
x —00 - 1 +o0
| =
Signe de —
—5x%2+8x—3 - +
<> <>

3
L’ensemble des solutions de —5x? + 8x —3 < 0 est ] — o0 ; < [ull; 4+
et c’est aussi I'ensemble des solutions de I'inéquation de départ.

X(-x+4)<(2x-1)*+2

3
Résoudre: {x < 50X > 1}

ISkl thiaude©Le point M est un point variable du segment [AB] :
F

X

—
=
—

/4B,z/11/r{
Z T S e

Pour quelle valeur de la distance AM les droites (ME) et (MF) sont-elles
perpendiculaires ? Corrigé en classe

m On munit le plan d’un repére orthogonal. La parabole représentative de
f:x > ax® + bx + c coupe I'axe des abscisses en E(3;0) et F(7; 0).
On précise que A(1; —6) appartient a cette parabole. Déterminer a, b et c.

Corrigé
On va d’abord chercher une forme factorisée de f(x), en déduire la forme
développée qui permettra I'identification des coefficients a,b et c.

Notons P la parabole représentative de fdans le repere orthogonal : P coupe
I’axe des abscisses en deux points, E et F, d’abscisses respectives 3 et 7,
autrement dit I’équation f(x) = 0 admet pour solutions : 3 et 7, par conséquent
pour tout réel x : f(x) = a(x —3)(x — 7).

Or, f(1) = —6donc:a(1 —3)(1—7) = —6,quis’écrit:a x (—2) X (—6) = —6

-6 1
ou encore:a =————, soit finalement:a = — —.
(-2)x(-6) 2

Onadonc:

1 1 1
f(x)=—E(x—B)(x—7)=—E(x2—7x—3x+21)=—E(x2—10x+21)
_ 12+10 21_ 12+5 21
-T2 le 2 - zle 75
Ona:f(x)=—Exz+5x—?,quiestdeIaformef(x)=ax2+bx+c

1 21
aveca=——,b=5etc=——.
2 2
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Conclusion Pourtout x € R: f(x) = (x — 1)(—2x? + 13x — 15).

1
a=—§,b=5etc=—7 (étudede:x —1

Rogle ax + b ost
Regle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine »
Graphl Graph2 Graph3 Y1=7(L/2IREEE-(21s2) - ,
l\YiE‘%XZ'*'SX—ZTl [] étude de: —2x* + 13x—;5
E\Y2= [Non Rédigé] x; = 5etx, ==
B\Y3= N 2 2 . N ‘. .
B\Y4= Regle : « ax® 4+ bx + c est du signe de a a I’extérieur de ses racines »
EN\Ys=
\NYes= [] tableau de signes
E\Y?= & X 3
B\Ys= _ Z
M=1 v=-6 o 1 5 Foo
Signede (1x — 1) — + + +
DI Pour tout réel x, on pose : f(x) = —2x3 + 15x% — 28x + 15. Signe de (—2x? + 13x — 15) - - 0 + ( -
e déterminer la constante réelle c telle que : Signe de f(x) + 0 - + 0 —
Vx €ER,f(x) = (x — 1)(—2x% + 13x + ¢) > <>
* dresser le tableau de signes de f(x) « résolvons dans R I'inéquation : 15x% — 28x + 15 > 2x3.

e résoudre dans R I'inéquation : 15x% — 28x + 15 > 2x3.

15x? — 28x + 15 > 2x3 s’écrit aussi :15x% — 28x + 15 — 12x3 > 2x3 — 2x3
c'est-a-dire : f(x) > 0.
La derniére ligne du tableau de signes précédent (dans lequel on vient de placer

les « sous-marins verts » ) donne alors :

Corrigé
¢ déterminons la constante réelle ¢
Développons :

3

(x — D(=2x* 4+ 13x +¢) §=]-;1]U[=;5]

=-2x3+13x2+cx+2x>—13x — ¢ 2

=-2x3+15x2+ (c—13)x — ¢ 15x2-28x+15>=2x"3
On doit donc avoir, pour tout réel x : f(x) = —2x3 + 15x? + (c — 13)x — c. 1 3
Or, pour tout réel x : f(x) = —2x3 + 15x% — 28x + 15. Résoudre: {x <1,-<x< 5}
Par identification des coefficients, on en déduit que : {C _ii - I528 2
qui s’écrit aussi {C i _ig + 13, soit {C i —15 , qui se réduita : ¢ = —15. PL{EE Dans un repére orthogonal on note P la y

c=- c=-15 parabole représentative de la fonction f définie sur R B

Il est nécessaire d’obtenir deux fois la méme valeur pour ¢, sinon c’est qu’il y a par: f(x) = —x2 + 3x + 2. ?
une erreur de calcul ou une erreur dans I’énoncé. On note D la droite passant par A(=2;1) et B(3; 6).
¢ tableau de signes de f(x) Etudier I'intersection de P et D : nombre de point(s)
On va étudier séparément les deux facteurs (x — 1) et (—2x2 + 13x — 15) en commun et coordonnées de ce(s) point(s). A
intervenant dans la factorisation de f(x) obtenue au point précédent puis N
dresser un tableau de signes a plusieurs étages. i \ —
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Corrigé
La droite (AB) admet pour équation y = a(x — x4) + y, avec:
YB — YVa 6—1 5 5
a = = - = 1

Xs—%, 3—-(-2) 3+2 5

On obtient donc: y = 1(x — (—2)) + 1 quis’écritaussi:y=x+2+1

soit finalementy = x + 3.
Pour étudier I'intersection de P et D il s’agit de résoudre le systeme :
{y=x+3(*) =x+3

8
y = f(x) autrement dit : {y 24 3x 42

d’ou, par comparaison :

x+3=-x*+3x+2x+34+x*-3x-2=0x*-2x+1=0

skx-1)?=02x—-1=0sx=1
En remplagant x par sa valeur dans (*) on obtient: y =1 + 3 = 4.

Conclusion La parabole P et la droite D ont un seul point en commun : I(1; 4).

1
IA{RIE Dans un repére orthogonal on note P Y

la parabole représentative de f définie par : A

B

1
La droite (AB) admet pour équation réduite y = gx + 3

1 | o
f@) =5 -DE+D) c
La droite D passant par A(1;3) et B(7;5)
coupe P en E et F avec xp < xp. \J

Un éléve affirme que A est le milieu de [ EF]: que penser de cette affirmation ?

Corrigé
La droite (AB) admet pour équation y = a(x — x4) + y, avec:
yB_yA_5_3_2_2X1_1

T s—x, 7—-1 6 2x3 3

On obtient donc :

1
y=§(x—1)+3

_1o19
Y=3%¥7373
1 =1
Y=3¥T 373
1 C14d
y=3%¥T T3

1,8
y=3%¥T3
8

Pour obtenir les coordonnées des points d’intersection de P et D on résout le
systéme :

autrement dit :

1,8
y=3%¥73
y=fx)

1,8
y=3%¥T3

y=%(x—2)(x+1)

d’ou, par comparaison :

1 1 8 1 1 8
E(x—Z)(x+1)=—x+—(:>—(x2+x—2x—2)=§x+§

3 3 2
L, » 8_ 1,1 1 8
o — —_ —_ —_— —_——_——= — —_— —_ —_— —_—_=
2 X 373 2% T2 373
Jr, 3 2 38 i, 5 11
2% T ¥ T3 3T VT T T3 T
6><<12 > 11) 6><0(:>62 6><5 6><11 0
= —x2—x——)= —x*—6X—-x—6X—=
2% 76T 3 2" 6" 3
©3x*—-5x—22=0
3x? — 5x — 22 est de la forme ax® + bx + caveca = 3,b = —5,c = —22,

de discriminant :

A= b?—4ac = (-5)%—-4(3)(-22) = 25+ 264 = 289

On constate que A > 0 donc I'expression 3x* — 5x — 22 admet deux racines
réelles distinctes :

_—b—VA +5-+289 +5-17 -12

= — :_2
%1 2a 2(3) 6 6
_—b+VA +5++289 +5+17 22 11
=T T2 0 6 6 3
1 ,,8_72,8 248 _6_,
Y=3 333 3 3
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11
05|x=?

24 11424 35

3

y=3 3x3 3x3 9179 9 9

1(11> 8 1x11 8x3 11
3 3 B

Comme x; < xr on en déduit que :

E(=2:2) tF<11-35>
) e 3 J9

Le milieu I de [EF] a pour coordonnées :

x:xE+xF ot :}’E"'}’F
1 ) Vi )
d’ou en particulier :
11 -6 11 -6+4+11 5
xg+xp —2t3 5tz —35— 3 5 1 5x1 5
x1= = = = == =—=—X—-= = —
2 2 2 2 2 372 3x2 6
1

Or x4, = 1 donc x; # x4 par conséquent I + A.

Conclusion
A n’est pas le milieu de [ EF ] donc I'affirmation de I’éléve est fausse.

Dans un repeére orthogonal d’origine O on note P

la parabole représentative de f définie sur R par:
flx)=—x?>+6x-5

On note S le sommet de P, E et F les points E F

w A~

N

d’intersection entre P et la droite d’équation
y = 2 avec xg < Xp.

1. Donner la forme canonique de f(x).

En déduire les coordonnées de S.
2. Calculer det(OT*f, ﬁ) :la droite (ES) passe-t-elle par O ?

Corrigé
1. Ona, pour tout réel x :

f(x) =—x?>+6x—5

= —[x? — 6x + 5]
= —[()? =203+ (3)* -9 +5
=—[(x=-3)"-4]

0/1234?\:1:’

=—-(x—-3)%*+4
On a donc, pour tout réel x : f(x) = —(x — 3)? + 4 (forme canonique).
On reconnait la forme a(x — @)? + faveca = —1,a = 3 et § = 4.

Le sommet S a pour coordonnées xg = a et ys = f§ donc $(3 ;4).

2. Les coordonnées des points d’intersection de P et d sont les solutions du
té {y:Z autrement dit {y:Z
systeme : u it:
Y y=f) y=—-(x-3)?%+4
d’ou par comparaison :
2=—(x—-3)24+42+x-3)-4=0x-3)?>-2=0
2
o(x-32-(V2) =0 (x-3+V2)(x—3-v2)=0
ox—-3+V2=00ux—-3-V2=02x=3-V2oux=3++2
Orxg <xpetygp=yp=2donc: E(3—+2;2)etF(3++2;2).

Ona:
() 0E(E0) ()
On obtient de méme : 0S (i : 8) C’est-a-dire : 05 (i)
Donc:
de(0F, 08) = |3 -Zﬁ i| = (3-V2)@) - (3)(2) = 12— 4V2— 6
=6-4/2

On constate que det(O_l*f, ﬁ) + 0 donc OE et OS ne sont pas colinéaires,
par conséquent les points O, E et S ne sont pas alignés, autrement dit la
droite (ES) ne passe pas par le point O.

iR EY Résoudre I'inéquation :
3x S 1
—x+57 x—1

Corrigé
¢ recherche des valeurs interdites
Il fautque —x +5# 0etx — 1 # 0, c'est-a-direque x # 5et x # 1.
Les valeurs interdites sont donc : 1 et 5.
¢ Pour x différent d’'une valeur interdite, on a les équivalences :
3x 1

>
—x+57 x—1
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3x 1 1 1 m Dans un repére orthogonal on considére A(1;3) et B(4;9), on note P
> r—1 x—-1 la parabole représentative de f définie sur R par: f(x) = (2x + 3)(—x + 6).
Déterminer les coordonnées du(des) point(s) commun(s) a P et (AB).

@ —
—x+5 x-—-1

3x 1
(:)—x+5_x—1>0 Corrig’é e drorte (4
3x x (x — 1) 1x (—x+5) Une équation de la droite (AB) est y = a(x — x4) + y4 avec:
o _ 5 _Ys=ya_9-3_6_,
(—x+5Xx(x-1) -1 x(-x+5) T p—xs 4-1 3
3x(x—1) — (—x+5) On obtient : y = 2(x — 1) + 3 qui s’écritaussi : y = 2x + 1.
(x—1)(=x+5) = La droite (AB) admet pour équation réduite : y = 2x + 1.
Les coordonnées des points communs a P et (AB) sont les solutions du systeme :
3x2 —-3x+x—5
o 3 X +x S {y=ax+b ¢ td't'{y=2x+1 dot eon -
(x—1)(—x+5) Y= F(x) autrement dit : Y= 2x+3)(—x +6) ou par comparaison :
3x2 —2x — 5 2x+1=02x+3)(—x+6) @ 2x+1=—-2x*>+12x —3x + 18
=) >0 = —2x2 2_9x—18 =
x—D(—=x+5" (:>2x2+1 2x*+9%x+18e 2x+1+2x*—9x—18=0
©2x =7x—-17=0
3x® — 2x — 5 est de la forme 3x® — 2x — 5aveca = 3, b = —2 et c = -5, 2x* — 7x — 17 est de la forme ax® + bx + caveca = 2,b = —=7,¢ = —17,
de discriminant : A = b* — 4ac = (=2)? — 4(3)(=5) = 4 + 60 = 64. de discriminant : A = b? — 4ac = (=7)% — 4(2)(—=17) = 49 + 136 = 185.
A > 0 donc 3x* — 2x — 5 admet deux racines réelles distinctes : A > 0 doncily a deux racines réelles distinctes :
—b—+A +2-64 2-8 —6 —b—+VA +7-+185 7—+/185
X, = = = =—=-1 X1 = ) = 22 = 4
2a 2(3) 6 6 a\/_ (2)
— A 7++V1 7++V1
~b+VE +2+V6F 2+8 10 5 x, = VA _#7+VIBS 7+ V185
2T T 28 0 6 6 3 2a 22) *
a ~_7-185
Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines » sStx =T
Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine » dr+1=2 7—\/1854_1 7—\/185+2 7—-+185+2 9—-+/185
y = 22X = X — = — —_ = =
On obtient le tableau de signes : 4 2 2 2 2
8 _ 7+v185
x -0 -1 1 2 5 400 T =T
2 _ 9y _ _ 7 + V185 74+V185 2 7+4++185+2 94+185
3x* —2x =5 + 0 0+ + y=2x+1=2x 1= i -
x—1 - - 0 + + + 4 2 2 2 2
-x+5 + + + + 0 - ‘
Q(x) - 0 + | - 0o + [ - Conclusion
— — P et (AB) ont en commun les deux points :
o ] o o o 7 —+185 9 —+/185 7 ++185 9+ 185
L'inéquation s’écrit Q(x) > 0, la derniére ligne du tableau précédent donne : E 2 ; > et F 2 ; >

S=[-L1[u[;5[.
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q | f):=(2x+3)(=x+6)

-+ f(x) ;= —2x*+9x+18
s | A=(1,3)

- A= (1,3)
3 | B:=(4,9)

-+ B := (4,9)

4 | d:=Droite(A, B)
+ d:y=2x+1

Intersection(f, d)

v185+4+7 /18549

5
{ (—1./185 +7 —/185+9

)

)

4 : 2 4 2 2
i) Résoudre I'inéquation :
) 1< x+3
X“—x
S 3x+1
¢ recherche des valeurs interdites
1
Il faut que : 3x + 1 # 0,c’est-a-dire : x + — 5
1
® Pour x # _5 on a les équivalences :
) +1c x+3
x°—x
S3x+1
o 2 +1 x+3<x+3 x+3
x°—x — —
3x+1 "3x+1 3x+1
& x? +1 x+3 <0
x°—x —
3x+1

(x2-x+1)GBx+1) x+3

3x+1

<
3x+1

2 _ _
(:)(x x+1DBx+1) (x+3)<0

3x+1

3x3+x2—3x2—x+3x+1—x—3<
=
3x+1 =
3x3 —2x%2 +x -2
<0

3x+1

Remarquons que 3x3 — 2x? + x — 2 s’annule pour x = 1 (et peut-é&tre pour
d’autres valeurs de x) donc on recherche une factorisation par (x — 1), il existe
une constante réelle b telle que :
3x3 —2x2+x—-2=(x—1)(Bx% + bx + 2)
©3x3—2x2+x—2=3x3+bx?+2x —3x% —bx —2
&3x3—=2x>4+x-2=3x3+B-=-3)x*>+Q2-b)x -2
d’ou par identification :
b—3=-2 b=-2+3 b=1
{2—b=1 ‘:’{—b=1—2 ={

L'inéquation de départ est donc équivalente a :
(x—1)(Bx* +x+2)
3x+1

=
ex—1=0&x=1
Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine »

e3x*+x+ 2estdelaformeax?*+bx+caveca=3,b=1,c =2,

de discriminant : A = b? — 4ac = (1)> —4(3)(2) = 1—24 = -23

A < 0donc 3x% + x + 2 n’a pas de racine réelle.

Régle (dans le cas A < 0) : « ax® + bx + ¢ est toujours du signe de a et ne
s’annule pas ».

On obtient finalement le tableau de signes :

1
X —00 -z 1 +00
x—1 — - +
3x* +x+2 + + +
3x+1 — (0] + +
Q(x) + [ - ¢ +
>

On souhaite que Q(x) soit négatif ou nul, la derniere du tableau de signes donne
. 1
alors pour ensemble des solutions : § = ] — 3 1].
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pE{PEl On munit le plan d’un repére, f et g sont définies sur R par :
2 1, 15
fO) = —x? +8x — 14 et g(x) = 7x* ——~x +10

Etudier la position relative de Cr et Cy.

Corrigé
La position relatives de Cy et C4 s’obtient a partir de I'étude du signe de la

différence f(x) — g(x).

On a, pour tout réel x :

fx) —gX)
= —x?+8x— 14 (12 1> +10)
=—x X 2x 7"
1 15
=—x2+8x—14—1x2+7x—10
_ 2 12+32 +15 14 — 10
TN T TNy
S Uy
T T
5 2,47 ) 5 47
—Zx +:x—24estdelaformeax +bx+caveca=—z,b=:et
¢ = —24, de discriminant :
A b4 _<47>2 4( 5>( 24)_289_(17>2
- w“=\s 4 ~ 16 \4
A > 0 donc I'expression admet deux racines réelles distinctes :
47 17 64
_ThoVB _TETE T 10 6 23 L
1= _2(_5)__5_ 5 - s=5 (564
4 2 2
47 17 30 15
_—b+\/Z_—T+T_—T_+7_15X2_15><2_
¥2 =", _2(_§)__§_ 5~ 275 2x5
4 2 2

Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».

On obtient finalement le tableau de signes :

x 32
—0o0 3 ? +0oo
) — g(x) - 06 + 0 —
&>

32 .
esur ] —oo;3[ etsur | < +00 [ : Cr est strictement en dessous de C;

esur]3 ;% [ : Cr est strictement au-dessus de C,

32
* Cr et C4 se coupent en deux points d’abscisses respectives 3 et ?

1 | f(x):=xe+8x-14 3 )
® - f(x) := —x*+8x—14 2
1
g(x):=1/4*x2-15/4*x+10
2
1 15 -10 1 2/3
® - g(x):=-x>—"x+10 1
4 4
Ll (©)
f(x)=g(x)
3 ’ | B 3 -3
Résoudre: ¢x=3,x = 5 -4
Complément

f@=-3)?+8(3)-14=1 (= g@(3))

(32) B (32)2 8 (32> o <32>
"5)="5 5 ~ 25 \TIs
Les points d’intersection des deux courbes sont :

32 94

EG3;1) etF(?;—E)

M Le plan est muni d’un repére orthogonal.

On note P la parabole représentative de f définie sur R par f(x) = x* — 5x + 7
et g la fonction affine dont la droite représentative passe par A(—1;4) et

B(5; 1). Etudier la position relative de P et C,.

Corrigé

Pour tout réel x,ona: g(x) = a(x — x,) + y, avec:
_yp=Ya_ 1-4 -3 1
s —%, 5-(-1D 6 2

utilisation commerciale strictement interdite — copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com — Thiaude P. »



donc:
1 1 8 1 1 8
=—=(x—(-1 4=—— D+-—=—=x—=+=
g(x) Z(x (-1) + 2(x+ )+2 Sx =+
_ 1 —1+8_ 1 7
= 2x+ > = 2x+21 ]
On a donc, pour tout réel x : g(x) = — Ex +E'

La position relatives de Cy et C4 s’obtient a partir de I'étude du signe de la
différence f(x) — g(x).

On a, pour tout réel x :
flx) —gx)

—25+7<1+7)
=X Ve 2x2

— Sy T oo
=X Ve Zx )

— P Sytoxt 7o
=X Ve Zx )
10 1 14 7

=x—7x+§x+7—§
., 9 +7
X Ty
> 9 7 > 9 7
X —Ex+5 est de la forme ax +bx+caveca=1,b=—5etc=5,
de discriminant :
A b4 _( 9>2 4(1)<7)_81 28 81 56_25_(5
= w=\"z 2) "4 T2 T T T T

A > 0 donc I'expression admet deux racines réelles distinctes :

9 5 4
_—b—\/Z_+——§_§_2_1
T T 20 2727
9 5 14
_—b+VA tz3t5 S5 7
2T T2 2 2

Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».

On obtient finalement le tableau de signes :

x —00 1 400

FS0 | 9

) — g(x) + 0 - +

2

7 .
esur ] —oo;1[ etsur] o oo [ : P est strictement au-dessus de C,

7 .
esur |1 ’5 [ : P est strictement en dessous de C,

7
* P et Cy4 se coupent en deux points d’abscisses respectives 1 et E

i

x
2 10| 1 2 3 4 5 6 1T

Compléments
. . . 7 7 7
Les points d’intersection ont pour coordonnées (1; 3) et E ; Z .

1. Une expression du second degré ax? + bx + ¢, a # 0, a un discriminant

b
positif ou nul, démontrer que la somme des racines est égale a : — E .
(on convient que si A = 0 on appelle somme des racines le nombre 2x,).
2. Pourtout réel x, on pose : f(x) = x* + (5\/§ —+17 — 1)x ++/17 — 5v/3.

a. Montrer que 1 est une racine de f.
b. Endéduire I'autre racine de f.
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Corrigé X, = =5V3+V17+1—1=-5/3+V17 = V17 — 5V3

1. SiA > 0,alorsilyadeuxracines réelles distinctes : L’autre racine est donc : V17 — 5v3.
—-b— VA —b + VA
=T et x; = o Vérification
La somme des racines est x; + x, etona: |
-b—VA —b+VA —b—VA+(—-b+Vh)
X1 +x, = + = J17-5{3+X
2a 2a 2a i7-53
—b—A=b++VA -=2b —b b o LTI SRR P L L
= 5 = =—=—- X4+(5I3-J17-1)Xx+{17-5(3
a 2a a a 0
SiA = 0' alors il yaune seuleracine: e
_—b
X =5
La somme des racines est 2x, etona:
e = 2 % -b -2b b
o = 2a  2a a

b i/ Résoudre I'inéquation :
Dans tous les cas la somme des racines est égalea: ——. 1 5 x2
a

<
x—1+x+1\x2—1

2. Vx€R, f(x) =x*+ (53— V17— 1)x + V17 - 53

' Corrigé

a. Montrons que 1 est une racine de f. * recherche des valeurs interdites
f llfautque:x —1#0,x+1#0etx?—1+# 0, cest-a-dire:x # —1 et x # 1.
=12 4+ (5\/§ —17 - 1) x 1+ +/17 — 53 e Pour x différent de —1 et de 1 on a les équivalences

2
=1+5V3—V17—1+V17-5V3 1, 5
—0 x—1 x+1 x?2-1
L bre 1 est bi ine d ! + > < <0 i
. e - -
e nombre 1 est bien une racine de f r—1 T xx1 2-1S 21
1% (x+1) 5(x — 1) x?

b. Déterminons la deuxiéme racine de f. < x—1Dx+1) x+Dx-1) - (x +D(x—1) <0
x* + (5vV3 = V17 — 1)x + V17 — 5V3 est de la forme ax® + bx + ¢ (:)x+1+5(x— 1) —x° <0
aveca=1,b=5/3-+17 —1letc = —53. (x—l)(x+1)2 =
donc la somme des racines est égale a : o Xt L+5x=5-x 0

-Dkx+1)
b 53-VI7-1 —(5V3-VI7-1 (x
_ = = ( ):_5\/§+\/17+1 —x*+6x—4

a 1 1
L'une des racine est 1, donc en notant x, |’'autre racineon a:

14+x,=-5V3+V17+1

“a-Da+rn <°

[N.R.] =x2 + 6x — 4 admet pour racines 3 —V5(~ 0,76) et 3 + /5 (~ 5,24)

autrement dit :
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Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».
Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».

On obtient le tableau de signes :

x S 3—-+/5 1 345 4o
—x%2+6x—4 - - + + -
x—1 — — — + +
x+1 — + + + +
Q) - I+ - [+ -
<> <> <>

On souhaite que Q(x) soit négatif ou nul, la derniére du tableau de signes donne
alors pour ensemble des solutions :

§=]-0;—-1[U[3-V51[ U [3 +V5;4o[

1/(x-1)+5/(x+1)<=x2/(x2-1)

Résoudre: {x <—-1,-V5+3<x<1l,x> \/§+3}

Le potager rectangulaire adossé au mur

L’unité de distance est le métre.

On doit délimiter un potager rectangulaire ABCD et le cloturer sur trois de ses
guatre cotés, on dispose pour cela de matériaux permettant de construire au
total 20 m de cl6ture : AB + BC + CD = 20.

On pose : AB = x et on note f(x) I'aire du
potager, 0 < x < 10.

1
1. Montrer que pour tout x € [0;10], [

f(x) = —2x% + 20x. :
2. Etudier les variations puis dresser le

tableau de variation de f.

Quelle est I'aire maximale du potager ?

Préciser alors les longueurs AB et BC.

Corrigé

1.

ABCD est un rectangle donc Aypcp = AB X BC.
or,d’une part : AB = x et d’autre part : AB + BC + CD = 20 qui donne
x + BC + x = 20 autrement dit BC = 20 — 2x, donc:

Aupcp = x X (20 — 2x) = 20x — 2x? = —2x? + 20x
Comme f(x) = Aypcp on obtient: f(x) = —2x% + 20x.
Pour tout x € [0;10], f(x) = —2x2 + 20x.

—2x% + 20x est de la forme ax®* + bx + caveca = —2,b = 20 et c = 0.

Ona:
-b -20 -20
SR et
B =f(a) =f(5)=-2(52%+20(5) = —2%x 25+ 100 = 50
a=-2,a<0donc:

f 7sur [0;a] i.e.sur [0;5] et f Nvsur [a;10] i.e.sur [5;10]

f(0) =-2(0)2+2000)=0
f£(10) = —2(10)% 4+ 20(10) = =2 x 100 + 200 = 0
On obtient finalement le tableau de variation :

X 0 a=5 10

Sens de =50
o 77 N

variation de f
Le tableau de variation montre que le maximum de f sur [0; 10] est 50,
atteint pour x = 5.
Lorsque AB = 5,0ona:BC =20 —2(5) =20 — 10 = 10.

L’ aire maximale du potager est 50 m?, atteinte lorsque AB = 5m
et BC =10 m.
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m Le potager semi-circulaire adossé au mur
L’unité de distance est le metre.

On doit délimiter un potager de forme

semi-circulaire, adossé a un mur, et

cléturer le bord arrondi.

On dispose pour cela de matériaux
permettant de construire au total 20 m de
cléture, on note R le rayon du disque dont
le potager occupe la moitié.

1. Déterminer la valeur exacte de R.

2. Endéduire la valeur exacte de I'aire du potager, en donner 'arrondi a 0,1 m?.

Corrigé
1. Le périmeétre d’un cercle de rayon R est 2R donc la longueur d’un

demi-cercle est mR, et cette longueur est égale a 20, on a donc:

20
R = 20 autrement dit R = ;

2. Laire d’un disque de rayon Rest mR? donc celle d’un demi-disque est % nR? .

Le potager a donc une aire égale a :

P 1 <20)2_1 202
pomger_Zn T _27T712 _Znnz T2XmX®m ow
200

Le potager a une aire de —— cm?, soit environ 63,7 m?2.
V3

1 400 7w x400 200

L]l Le potager triangle équilatéral adossé au mur
L’unité de distance est le métre.

I
On doit délimiter un potager ayant la forme T T T T T T T T T 1

d’un triangle équilatéral, adossé a un mur,

et cloturer ses deux c6tés non alignés avec
le mur. On dispose pour cela de matériaux

permettant de construire au total 20 m de
cloture.

1. Déterminer en fonction de a 'aire d’un

triangle équilatéral de c6té a.
2. Déterminer la valeur exacte de I'aire du
potager, en donner I'arrondi a 0,1 m2. C

Corrigé E

1.

Soit EFG un triangle équilatéral de c6té a, notons I

le milieu de [FG]. La médiane (ET) est aussi la hauteur

issue de E de EFG donc (EI) L [FG], par conséquent a
le triangle EFI est rectangle en I, donc d’aprés le

théoreme de Pythagore on en déduit que :

; G
EF? = EI? + IF? Fooa g
2
a
OrEF=aetIF=Edonc:
P=EP+(5 2= [P +— o d*~—=FEP & ———=EP

a +(2) Sa +4(:)a 2 2 2

3a? ) 3a? V3a? V3 xVa?
& —=FEI“oFl= |—&EIl= S El=——

4 4 \/Z 2

a3
Ora > 0doncva? = a,donc: EI =T.
L’aire d’un triangle est donnée par :

cOté X hauteur associée
c/‘ltriangle = 2

donc:

av3

FGXEl _aX—— 7

2 2 2 2 2 2x2 4
1

a’\3

Agpe =

Un triangle équilatéral de coté a a pour aire :

Pour le potager ABC, en notant a son c6té,ona:a + a = 20,
autrement dit 2a = 20 soit finalement a = 10.
Son aire est, d’aprées la question précédente :

2\/3 10%Y3 100V3 4x25V3
a;/_: 4\/_: 4\/_: 7 - 25V3

L’aire du potager est égale 25+v3 m?, soit environ 43,3 m? arrondi a 0,1 m?.
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bIik¥| Equation avec un radical
On souhaite résoudre I’équation (E) : 2x + 3vx — 2 = 0.

1. Résoudre dans R I'équation d’inconnue X : 2X?+3X —2=10
2. Endéduire la(les) solution(s) de (E).

Corrigé
1. 2X?>+3X —2estdelaforme aX?+ bX + caveca=2,b=3etc=-2,
de discriminant A = b? — 4ac = 32 — 4(2)(=2) = 9 + 16 = 25.
A > 0 donc I'expression admet deux racines réelles distinctes :
_—-b-vA -3-425 -3-5 8

= = =——=—2
! 2a 2(2) 4 4
_—b+VA -3+V25 -3+5 2 1
27 2a T 202 T 4 T4 2
1
L’équation 2X% + 3X — 2 = 0 admet pour solutions : —2 et E

(E):2x+3Vx—2=0
La quantité sous une racine carrée doit étre positive ou nulle donc il faut que
x > 0, donc le domaine d’existence de (E) est: D = [0; +oo[.
D est le domaine d’existence de I’équation

2
Pour x € D I'équation s’écrit aussi : 2(vx)” + 3vx — 2 = 0.

En posant X = v/x elle devient : 2X? + 3X — 2 = 0, qui donne d’aprés la question
1

2 )

Comme X = +/x, on obtient : Vx = —2 ou Vx =-.

précédente: X = —2ou X =

e \/x = —2 estimpossible (le résultat d’une racine carrée est positif ou nul)
- 1 x>0 {x >0 .
* \/x =— est équivalent a 2 Ne] 1ex=-
2 V) =() " lk=3 ’
1
L'équation (E) admet pour solution : .
vérification
21+3121+3ﬁ21+31242220
X — —_— = — X — — = — X = — = — — = — =
4 4 2 Va4 2 2 2

bISikY] Equation avec paramétre
m € R, (E) est I'équation d’'inconnue x € R: x* + (m + 1)x + 5m?* + 1 = 0.
Existe-t-il m tel que (E) admet au moins une solution ?

Corrigé
>4+ (m+ 1Dx+5m?+ 1lestdelaformeax?+bx+caveca=1,b=m+1
et ¢ = 5m? + 1, de discriminant :
A =b*—4ac=(m+1)2-41)GEGM?+1) =m?+2m+1—-4(G5m? +1)
A =m?+2m+1—-20m? —4=—-19m? +2m —4
—19m? + 2m — 4 est de la forme am? + bm + caveca = —19,b = 2
et c = —4, de discriminant : A = b? — 4ac = 2% — 4(—19)(—4) = —224
A < 0donc —19m? + 2m — 4 n’a pas de racine réelle.
Reégle (lorsque A < 0) : ax® + bx + ¢ est du signe de a et ne s’annule pas
donc —19m? + 2m — 4 est du signe de —19 et ne s’annule pas, autrement dit :
pour tout m € R, —19m? + 2m — 4 < 0, autrement dit A,,, < 0 par conséquent
(E) a une discriminant toujours strictement négatif donc :
il n’existe pas m € R tel que (E) admette une solution réelle.

hI3ikE! Distance minimale }:
Dans un repére orthonormé, on
donneA(2; 3), B(8;0) et C(4;4),
M est un point variable de (4B). 2

1

1. Justifierque:yy = — > Xy + 4. 0
5

2. Endéduire que: CM? = sz —8x + 16.

5
3. Pourtoutx € Rf,on pose: f(x) = 2 x? — 8x + 16.

Dresser le tableau de variation de f.

4. Onadmet que : « pour tout M de la droite (AB) : CM est minimal lorsque
CM? est minimal ». Pour quel point M de la droite (AB) la distance CM
est-elle minimale et que vaut cette derniere ?

On donnera la distance minimale et les coordonnées de M sous forme de
fraction irréductible.
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Corrigé
1. A(2;3),B(8;0)

La droite (AB) admet pour équation y = a(x — x,) + y, avec:
yg—ya 0-3 =3 1

xB_xA_8_2_6 2

a =
On obtient :
1 1 1
y=—E(x—2)+3(:>y=—§x+1+3(:>y=—§x+4
Or M € (AB) donc ses coordonnées vérifient cette équation, autrement dit :

1
=—Zxy+4
Ym ZxM+

5
2. Endéduire que: CM? = sz —8x + 16.

On est dans un repére orthonormé donc on peut appliquer la formule de
la distance : CM =/ (yy — v¢)? + (xy — x¢)?
donc: CM? = (yy — yc)? + (xy — x¢)?.

En utilisant les coordonnées de C et de M, on obtient :
2 2

1 1
CMZ = (—ExM + 4 — 4) + (xM _4)2 = <_§xM) + (xM _4)2

1 1 5
=Zx,%,+x,%,—8xM+16=<Z+1)x,%,—8xM+16=ZxM2—8xM+16

5
On a donc bien : CM? = sz — 8x + 16.

5
3. VxeR, f(x)= 2 x% — 8x + 16, dresser le tableau de variation de f.

%x2—8x+16estde|aformeax2+bx+caveca=%,b=—8,c=16.
Ona:

_-b_+8 8 2 8x2 16
“—z—@—g—“r 5~
b= (5 o (2] 0=

5 4\5 5 5

5
a=z,a>0donc:

. 16 16
f Nsur]—ooalie. sur]—oo;?] et f 7 sur [?; +oo[_

On obtient finalement le tableau de variation :

1
x —00 a = —6 +oo
Sens de
variation \ _16 ﬂ
de f p= 5

On admet que : « pour tout M de la droite (AB) : CM est minimal lorsque
CM? est minimal ». Pour quel point M de la droite (AB) la distance CM
est-elle minimale et que vaut cette derniere ? On donnera la distance

minimale et les coordonnées de M sous forme de fraction irréductible.
Lorsque xy = a = %, alors
1 16 8 20 -8 20 -—-8+420 12
VM= X tAs st Tty T T T3
Le tableau de variation de f montre que CM? a pour minimum % ,doncla

: ini _ [V _ 1 _ a5
distance minimale est CM = ST ECFT s

. . 16 12
atteinte pour x; = % , C'est-¢-dire pour M (? ;—).
Vérification
Cette distance minimale s’appelle « la distance entre (AB) et C », elle est
égale a CH ou H est le projeté orthogonal de C sur (AB).

1 | A=23) 5 | d:=Perpendiculaire(C, d)
® - A:=(2,3) +d:y=2x—-14
2 | B:=(8,0) H:=Intersection(d, d')
6
-+ B := (8,0) 16 12
o - n={(5%))
3 | C=(4,4)
4 C:= (4,4) Distance(C, d)
' 7
d:=Droite(A, B) L4 V5
4 1 5
+ d:y= _T x+4
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m Somme de deux carrés PISiE]Y Une équation de degré 3 avec recherche Python
Résoudre dans R : x* + (10 — x)? = 68, vérifier que les deux solutions sont Pour tout réel x, on pose : f(x) = 4x3 — 472x% — 2 499x + 4 797,

des entiers naturels. s . R , . R
1. Alaide du programme Python suivant, a compléter, vérifier que le polyndme

Corrigé du quatriéme degré f admet au moins une racine entiére.

x>+ (10 — x)? = 68 ©x-5%2-9=0

& x% 4+ 100 — 20x + x* = 68 & (x-5?%-32=0 1 def f(x:int):

& 2x2 —20x +100 - 68 =0 ©(x—-5+3)(x—-5-3)=0

& 2x* —20x+32=0 & (x-2)(x—-8)=0 § .

o 2(x2 —10x + 16) = 0 S x—2=00ux—8=0 3 for x in range(1001):

©x*—10x+16=0 ©x=2oux=28 4 if

©((x—-5?%-25+16=0 5 print("une racine entiére est : ",x)

Or 2 € N et 8 € N donc les solutions de I'’équations sont des entiers naturels.
. s 2 _ / . ..
On peut aussi résoudre 2x” — 20x + 32 = 0 par la méthode du discriminant. 2. En déduire une factorisation de f(x) puis déterminer les solutions dans R

’4 0N - Ax3 — 2 _ =
m Somme de trois carrés d’entiers consécutifs de 'équation : 4x* — 472x% — 2 499x +4 797 = 0.

[d’apreés Lycée pour adultes, page des premiéeres]

Corrigé
Déterminer x entier naturel non nul tel que : x% + (x + 1) + (x + 2)?> = 2 030. 1. Programme Python
Complément 5
Ecrire un programme Python permettant d’afficher la ou les valeur(s) de x. 1 def f(x:int):
Hoyg KK D _ Hyg KK _ ®
Corrigé 2 r‘e'Fur‘n A*FXE3-A472*x**2-2499*X+4797
On a les équivalences : 3 for x in Pange(l@@l) :
4 iF T{xX)==08;:
>+ (x+1)?+(x+2)?%=2030 ok+1)2-676=0 ~ ( (" : i £ i
ex*+x*+2x+1+x*+4x+4=2030 ok+1)2-026)2%=0 = gl ( IS, TEEilIE CIElelc €3 ’X)
©3x2+6x+5-2030=0 e (x+1+26)(x+1-26)=0 Shell -
& 3x%+6x— 2025=0 e x+27)(x—-25)=0 e Ty FEALCUR e
& 3(x%*+2x—-675) =0 Sx+27=00ux—25=0 >>> nRUN 1E deTtl 56 2025-24 .p)y
& x*+2x—-675=0 & x=-270ux=25 e racine cntiére est = 123
e @X2+200)M)+(M?*—-1-675=0

—27 & N donc est refusé, 25 € N donc est accepté. 2. 123 estuneracine de f « donc » on peut rechercher une factorisation de
On adoncx = 25. f(x) sous laforme: f(x) = (x — 123)(ax? + bx + ¢).

On peut aussi résoudre 3x* + 6x — 2025 = 0 par la méthode du discriminant. Le terme de plus haut degré de f(x) est 4x3 et celui du membre de droite
est ax® donc a = 4.

Le terme constant de f(x) est 4 797 et celui du membre de droite est

(—=123c) donc: —123¢c = 4 797, ce qui donne ¢ = — —— = —39.

254426°427° 123
2030

Vérification
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On recherche donc b tel que : Vx € R, f(x) = (x — 123)(4x% + bx — 39).
Le terme en x de f(x) est —2 499x et celui du tembre de droite est
(=39 — 123b)x donc :

—39 —-123b = —2499 & 39 + 123b = 2499 & 123b = 2499 — 39

23h 2460 o 5 - 2460 20123
< = CX=To3 T T T3

On a dong, pour tout réel x : f(x) = (x — 123)(4x? + 20x — 39).

S x =20

On peut vérifier en développant « a la main » (x — 123)(4x? + 20x — 39)
et constater que cela redonne bien : 4x3 — 472x? — 2 499x + 4 797.

Autre méthode : conserver a, b et ¢, obtenir un systéeme de quatre équations
a trois inconnues a, b, ¢ donnanta = 4,b = 20 et c = —39.

L’équation 4x3 — 472x? — 2 499x + 4 797 = 0 s’écrit f(x) = 0, ou encore
en utilisant la factorisation précédente :
(x —123)(4x%> +20x —39) =0
©x—123=00u4x?>+20x—39=0

ex—123 =0 x =123

*4x24+20x—39=0

4x* + 20x — 39 est de la forme ax®* + bx + ¢ = 0 aveca = 4, b = 20,
¢ = —39, de discriminant A = b? — 4ac = 20% — 4(4)(—=39) = 1 024.
A > 0 donc 4x* + 20x — 39 admet deux racines réelles distinctes :
_—b—vVA -20-v1024 -20-32 52 13

X1

2a 2(4) 8 8 2
—b+vVA —20++1024 -20+32 12 3
2= T 20 8 8 2
Conclusion
L’équation 4x3 — 472x% — 2 499x + 4 797 = 0 admet pour solutions :
13 3
33 et 123

4x"3-472x2-2499x+4797=0

—-13 3
Résoudre: {X = S X = E,x = 123}

Trois points connus d’une parabole

Dans un repére orthonormé (0;1,7) on donne A(—1; 1),

B(1;7) et C(3;5).

On note P une parabole passant par les trois points A, B, C - si elle existe -
et f : x » ax* + bx + c la fonction polyndme du second degré de courbe
représentative P dans (0;7,]).

Partie | Utilisation d’un programme Python
Le programme suivant recherche des coefficients a, b et ¢ tous entiers relatifs
si cela est possible :

def f(a,b,c,x:int):
return a*x**2+b*x+c
for a in range(-100,101):
for b in range(-100,101):
for ¢ in range(-100,101):
if

pr‘int("a="’a’"b=u’b’ "C=",C)

Compléter la ligne numéro 6, faire tourner ce programme puis vérifier par un
calcul « a la main » que, pour le triplet (a, b, ¢) obtenu avec par ce programme,
onabienAeP,BePetC eP.

Pourquoi n’est-on pas certain d’avoir trouvé tous les triplets (a, b, ¢) possibles ?

Partie Il Etude mathématique

a—b+c=1

a+ b+ c =7 puisen procédant par équivalence entre
9a+3b+c=5
systémes de trois équations a trois inconnues déterminer tous les triplets (a, b, ¢)
possibles. Que peut-on en déduire sur I'existence et I'unicité de P.

Démontrer que :

Partie Il Examen d’une cocyclicité éventuelle
On admet qu’il existe une et une seule parabole P passant par A4, B et C,
représentation graphique dans (0;7,7) de f : x = —x? + 3x + 5.

1. Déterminer les coordonnées du sommet S de la parabole P ?
2. Lespoints 4, B, S et C sont-ils cocycliques ? Justifier.
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Corrigé

repére orthonormé (0;1,7), A(—1;1) B(1;7) C(3;5)

P parabole passant par les trois points 4, B, C, f : x = ax® + bx + ¢ de courbe
représentative P dans (0;7,])

Partie | Utilisation d’un programme Python
Le programme suivant recherche des coefficients a, b et ¢ tous entiers relatifs
si cela est possible :

def f(a,b,c,x:int):
return a*x**2+b*x+c
for a in range(-100,101):
for b in range(-100,101):
for ¢ in range(-100,101):
if
pRintia=tya, db=t b e ¢)

Ligne 6 : « if (f(a,b,c,-1)==1 and f(a,b,c,1)==7 and f(a,b,c,3)==5) : »

Le programme donnea = —1,b = 3 etc = 5.

On ne peut pas étre certain d’avoir trouver tous les triplets (a, b, ¢) pour I'une des
raisons suivantes, une seule étant suffisante :

* |e programme ne cherche que des valeurs entiéres de a, b et ¢ alors qu’a priori
a, b et ¢ sont réels donc peuvent étre non entiers

¢ le programme ne verra pas des triplets (a, b, ¢), il en existe, dont I'un au
moins des nombres appartient a | — co; 0{U]100; +oo].

Etude mathématique
a—-b+c=1
a+ b+ c =7 puisen procédant par équivalence entre

9a+3b+c=5
systemes de trois équations a trois inconnues déterminer tous les triplets (a, b, ¢)

possibles.

Partie ll

Démontrer que :

A(—1;1), B(1;7) et C(3;5) appartiennent a la parabole représentative de f
donc f(—=1) =1, f(1) =7et f(3) =5, 0r f(x) = ax* + bx + c donc on
obtient :
a(-1)?+b(-1)+c=1
a()?+b(D) +c=7
a(3)?*+b(3)+c=5
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Il existe un et seul triplet (a, b, ¢) répondant a la question : (—1,3,5)
d’ou existence et unicité de f puis existence et unicité de P.

Partie lll

On admet qu’il existe une et une seule parabole passant par 4, B et C,
représentation graphique de f définie sur R par f(x) = —x2 +3x + 5

1. Déterminer les coordonnées du sommet S de la parabole P.

=4

a—b+c=1

a+b+c=7
9a+3b+c=5
c=1—a+b
a+b+1—a+b=7

9a+3b+1—a+b=5
c=1—a+b
2b+1=7
8a+4b+1=5
c=1—a+b
2b=6
8a+4b =4
c=1—a+b
b=3
8a+43) =4
c=1—a+b
b=3
8a = -8
c=1—a+b
b=3
a=-1
c=1+1+3

b=3

a=-1
a=-1

b=3
c=5

Examen d’une cocyclicité éventuelle

OnaS(a,p)aveca = —%etﬁ = f(a).

—x% 4+ 3x + 5 estde laforme ax? + bx + caveca = —1,b = 3 et
c=5,0na:

—b -3 -3 3
a= =

2a 2(-1) -2

2



3 3\ 3 9 9 —9 18 20
3=f(a)=f<§)=—<§) +3<—)+5=——+§+5=—+—+—
_ —9+18+20 29
T 4 4

4
Onadonc:

S<3-29>
2’ 4

2. Lespoints 4, B, S et C sont-ils cocycliques ? Justifier.
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